X. gimnazija ,Ivan Supek"
Zagreb, Klai¢eva 7
16. lipnja 2000. godine

Maturalna zadaca iz matematike

Rjesenja zadataka

1. a) RijeSijednadzbu |x| + [7-x| + 2|x—2| = 4

Rjesenje:

Najprije se treba rijesiti apsolutnih vrijednosti tako da za svaki izraz unutar apsolutne vrijednosti odredimo
za koje x e R je pozitivan a za koje negativan. Primjetimo da su unutar apsolutnih vrijednosti linearni izrazi
(izrazi oblika kx + 1) te je dovoljno naci nul-tocke tih izraza te na osnovu broja k odrediti intervale za

koje su izrazi pozitivni odnosno negativni.

Naime, zbog svojstava linearne funkcije f(x) = kx + I, ako je k negativan, linearni izraz je pozitivan za
sve X < Xg, a negativan za x > Xo, dok je za k > 0 ,,ponasanje" linearnog izraza suprotno.

r f(x) >0
k<0 |

f(x) <0
f(x) = kx +1 < Xo — nul-toka

| f(x) >0

v

k>0
\ f(x)</

Dakle najprije rijesimo tri jednadzbe:

v

Nx=0 2)7-x=0 3)x-2=0
Xo = 0 Xo= 7 Xo = 2
te na osnovu nul-tocki i , ponasanja® linearne funkcije zaklju¢ujemo:
neg. (-) poz. (+) . poz. (+) . poz. (+)
iztazx (k=1) I >
0 2 7
poz. (+) . poz. (+) . poz. (+) neg. (-)
izraz 7 -x (k=-1) ; H I >
0 2 7
izraz x + 2 (k = 1) neg.(-) , meg.(-) | poz. (+) : poz. (+)
| ; >
0 2 7

S obzirom da se 4 puta mijenja predznak nekog od izraza unutar apsolutne vrijednosti, ako Zelimo
jednadzbu s apsolutnim vrijednostima napisati bez apsolutnih vrijednosti, morat ¢emo rijesiti 4 sustava tipa

nejednadzba — jednadzba:

-
1) x<=0 2) 0<x<=2
1 X+7-x+2(x+2)=4

2<x<=7 x>7

X+7-x+2(x+2)=4

3) < x+7-x4+2(x-2)=4 4) X-7+x+2(x-2)=4

~

Ovakvi sustavi se rjeSavaju tako da se rijesSi jednadzba, te se provieri je li njeno rjeSenje unutar intervala na
koji se odnosi nejednadzba. Ako je, to rjesenje je rjeSenje pocetne jednadzbe.

RjeSavanjem sustava tako dobijemo:



1) x<=0 2) 0<x<=2

X+ - x +2(-x + 2) = 4 X+ 7% X +2(x +2) =4
X=X-2%=4-7-4 X=X -2%=4-7-4
-Ax =-7 22X =-7

X = 7/4 (nije rjeSenje) x = 7/2 (nije rjeSenje )
2<x<=7 x>7

3) ) X+ 7ox+2(x-2)=4 4) x- 7% x%2(x - 2) = 4

X=X+2X:=4-7+4 X+X+2x=4+7+4
2x=1 4x = 15
x = 1/2 (nije rjeSenje) x = 15/4 (nije rjesSenje)

S obzirom da ni jedan sustav ne daje rjeSenje, zakljucujemo da zadana jednadzba nema rjesenja!

| 1. b) Rijesi nejednadzbu x*.5* — 5*** < 0

Rjesenje:

Eksponencijalnu nejednadzbu u kojoj se eksponencijalne funkcije zbrajaju (oduzimaju) pokusamo dovesti u
oblik u kojem te eksponencijalne funkcije imaju istu bazu i isti eksponent jer se jedino tako dvije ili viSe
potencija zbrajanjem (oduzimanjem) mogu svesti na jednu potenciju.

Stoga ¢emo primjenom pravila a*«a¥ = a**, ali ,unatrag"t.j. a**¥ = a*« a", izraz 5>** rastaviti kao 525%,
pa nasa nejednadzba poprima slijedeci oblik:

x%5% — 52,5 < 0 i dalje,
x%c5% — 25,5 < 0.

Sada nakon izlu¢ivanja 5* dobivamo:
5%(x’>—-25) < 0.

S obzirom da na lijevoj strani imamo umnoZak koji treba biti negativan, a faktor 5* je uvijek pozitivan broj
(svojstvo eksponencijalne funkcije f(x) = a* > 0, za sve realne brojeve x ), zakljuCujemo da drugi faktor
x?~ 25 mora biti < 0.

Dakle, nasa eksponencijalna nejednadzba se svela na rjeSavanje kvadratne nejednadzbe.
| Podsjetimo se - kvadratna nejednadzba ax® + bx + ¢ < 0, ax? + bx + ¢ > 0 se rjedava u tri koraka:
! v Rije$imo pripadnu kvadratnu jednadzbu ax® + bx + ¢ = 0.
v Na osnovu rjesenja X; i X, jednadzZbe i koeficijenta a skiciramo graf pripadajuce kvadratne funkcije
f(x) = ax®>+ bx + ¢
v 1z grafa ,procitamo" rieSenje nejednadzbe

Primjenimo ovaj postupak na kvadratnu nejednadzbu x’>— 25 < 0:

v" Rjesimo jednadzbux*>~25=0. (x*=25> x;=5,%,=-5)
v/ Skicirajmo graf (a =1 > 0)

-5 -5



v Sada procitamo rjesSenje na slijedeci nacin:

- nademo na grafu tocke &ija je y koordinata ,manja ili jednaka nuli" ('y = x>~ 25 < 0).
(na nasem grafu to su one tocke koje su iscrtane plavom bojom)

- rjesenje nejednadZbe su x-evi tih tocaka s grafa (crvena boja)!!!

RjeSenje nejednadzbe: x e [-5, 5].

1. c) Rijesi jednadzbu 1 + sinx « cos2x = sinx + cos2x

Rjesenje:
Najprije treba sve izraze prebaciti na lijevu stranu jednadzbe:

1 + sinx « cos2x - sinx - cos2x = 0
Nakon toga su moguca dva slucaja — ili se cijela lijeva strana moze rastaviti na faktore ili ne.
Zadatak koji je pred nama nudi mogucnost rastava na faktore metodom grupiranja, npr. 1. i 3. ¢lana (1i—
sinx) te 2. i 4. Clana (+sinx*cos2x i — cos2x). Pa ucinimo to:

1 — sinx + sinx«cos2x - cos2x = 0

Prva dva €lana pretvorimo u jedan fiktivnim izlu¢ivanjem broja 1, a iz 3. i 4. ¢lana izlu¢imo —cos2x (- je
bitan kako bi i u zagradi nakon izlu¢ivanja dobili izraz identican onome kojeg tvore prva dva clana:

y 1(1 —sinx) —cos2x( -sinx + 1) = 0

Sto je isto kao i
1(1 -sinx) —cos2x(1-sinx) =0

Sada mozemo izluditi (1 — sinx) nakon Cega jednadzba poprima oblik:
(1 -sinx)«(1 —cos2x) = 0

Zahvaljujuci uspjesno provedenom postupku faktorizacije i svojstvu umnoska koje kaze:
akojeasb = 0ondajeilia=0ilib=0,
nasa jednadzba se svodi na rjeSavanje dviju elementarnih trigonometrijskih jednadzbi:

D1-sinx=0 II)1—-cos2x =0
t. j. sinx =1 i cos2x =1

S

0s ,sinus"
Broj 1 na osi ,sinus" se istovremeno nalazi i Broj 1 na osi ,cosinus" se istovremeno nalazi i na
na trigonometrijskoj kruznici u ,tocki" n/2 pa trigonometrijskoj kruznici u ,,focki" 0 pa najprije
je rjeSenje prve jednadzbe dano sa vrijedi 2x, = 0 + 2k n, te konac¢no, nakon
Xy =n/2+ 2k n. dijeljenjas 2, x; = 0 + k n.
Komentar:

Vazno je pri rjeSavanju znati da broj s desne strane jednadzbe ,fraZimo" na brojevnom pravcu koji
Lpredstavijia" zadanu trigonometrijsku funkciju, a argument funkcije ( x, 2x, ...) izjednaavamo sa
odgovarajucom vrijednosti na brojevnoj kruznici koja pripada broju s brojevnog pravca.

Ako brojcana vrijednost s pravca nije istovremeno i na brojevnoj kruznici tada se vrijednost na brojevnoj
kruznici odreduje tako da :



- vu¢emo okomicu na brojevni pravac koji predstavlja trigonometrijsku funkciju (za sin i cos)
- vu¢emo pravac kroz ishodiste (za tg i ctg).

Pojasnimo to na slijedeéim primjerima:
Rijesimo jednadzbe:

a)sin(kx +1)=1/2 b)cos(kx+1)=1/2 c)tglkx+1)=1 d)ctg(kx +1) =1

A A

—

\}

0S ycotanges'

v

v

N

os ,tanges"

Najprije traZimo vrijednosti na osi funkcije (1/2 i 1). Zatim kroz tu toc¢ku vu¢emo pravac ili okomito na os
funkcije (jednadzbe sa sin i cos) ili kroz ishodiste (jednadzbe s tg i ctg).

Na gornjim slikama, plavi, iscrtkani pravac pokazuje kako se, nakon odredivanja poloZaja broja na
brojevnom pravcu koji predstavlja os trigonometrijske funkcije, na ispravan nacin odreduju tocke na
trigonometrijskoj kruznici - znak x, ovisno o tome je li jednadzba zadana funkcijama sin i cos ili tg i ctg ).
Konacno rjesSenje se dobije tako Sto se rijesi jednadzba kx + | = polozaj x + (2)k n

Konkretno, rjeSenje jednadzbe:
sin(2x+ n/2)=1/2
dobijemo na slijedeci nacin:
v' iz tablica trigonometrijskih vrijednosti ,ocitamo" da su polozaj x vrijednosti n/6 i 5 n/6.

v' rijeSimo jednadzbe 2x + n/2 =n/6 + 2k n i 2x+n/2=5n/6 + 2k n
te dobijemo rjeSenjax; =-n/6 + kn, X, =n/6 + kn

(rjeSavamo dvije jednadzbe jer tocke na kruznici nisu dijametralno suprotne — dijele kruznicu na dva
luka nejednake duljine).

S druge strane, rjieSenje jednadzbe
tg(2x+n/2)=1/2
dobijemo na slijedeci nacin:
v' iz tablica trigonometrijskih vrijednosti ,ocitamo" da su poloZaj x vrijednosti n/4 i 3 n/4.
v' rijeSimo jednadzbu 2x + n/2 = n/4 + k n te dobijemo riesenjex = - n/8 + kn/2.

(rjesavali smo samo jednu jednadzbu, ali smo dodali k 1 umjesto 2k n zato jer su tocke na kruznici
dijametralno suprotne — dijele kruznicu na dvije polukruznice)

1. d) RijeSi jednadzbu 1 + log,(x - 1) = logx.1)4

Rjesenje:
Najprije moramo vidjeti uz koje uvijete na varijablu x ova logaritamska jednadZba uopce postoji. Naime
poznato je kako logaritam postoji samo ako su zadovoljena 3 uvjeta:

1. argument >0
2. baza>0
3. baza# 1



Stoga najprije postavljamo uvjete na jednadzbu:

x —1 > 0 (argument 1. logaritma i baza 2. logaritma)
x —1 # 1 (baza 2. logaritma)

rieSenje uvjeta glasi: x>1 &x#2

Sada treba krenuti u rjeSavanje same jednadzbe. Valja uoCiti problem — baze logaritama nisu jednake!

Taj problem nam rjeSava pravilo koje omogucava da baza i argument logaritma zamijene mjesta:
logya = 1/log.b
primjenom ovog pravila nasa logaritamska jednadzba poprima slijedeci oblik:
1 + logy(x—1) =1/ log,(x-1)
Ako uzmemo u obzir ¢injenicu da je logs(x-1) = log,?(x-1) = 1/2+log,(x-1) jednadZba poprima oblik:
1+ logy(x—1) = W
.5*log(x-1)
Radi jednostavnosti uvedimo zamjenu
log,(x-1) =t
pa jednadzba glasi:
1+t=2/t
Iz ¢ega, mnoZenjem s t lagano dobijemo

t+ t>= 2, odnosno t? + t—2 = 0.
RjeSavanjem ove kvadratne jednadzbe dobijemo rjiesenja t; = 1, t, = -2, te pomocu njih dvije jednadzbe
oblika:

log,(x-1) =1 i log,(x-1) = -2
No,to su elementarne logaritamske jednadzbe oblika
l0gbaza (@argument) = eksponent
koje se, po definiciji logaritma, pretvaraju u jednadzbe oblika
argument=baza """
Primjenjeno na nasu jednadzbe dobijemo:

x-1=2! x-1= 272
Xy = 1 Xy = 5/4
Jos treba pogledati zadovoljavaju li ta rjeSenje uvjete s poCetka zadatka t.j. je lix > 1ijelix # 2.

S obzirom da x = 5/4 zadovoljava zadane uvjete to je ujedno rjeSenje pocetne jednadzbe, dok x = 1 nije
rjesSenje.

2. a) Dvije stranice trokuta imaju duljine 82 i 56 i zatvaraju kut od 98° 26'. Kolika je duljina
tezisnice trece stranice?

Zadatak je moguce rijesiti na dva nacina.

Prvi nacin koristi Cinjenicu da su u trokutu ABC
poznata 3 elementa, pa je koriste¢i poucak o
sinusima i kosinusov poucak moguée izraunati i
ostale elemente (npr. stranicu b i kut a).

No, tada su i u trokutu ABD poznata tri elementa
pa je moguce izraCunati stranicu BD a to je 1/2
teziSnice pa samim time znamo i duljinu cijele
tezisnice.




Drugi nacin je efektniji jer se do teziSnice moze
doc¢i samo jednom primjenom kosinusovog poucka.
No, prije toga treba trazenu teZiSnicu produZziti za
vlastitu duljinu pri ¢emu nastaje Cetverokut ABCE.
To je Cetverokut kojem se dijagonale (AC i BE)
raspolavljaju, a takav Cetverokut je paralalogram.

Nadalje, za paralelogram vrijedi da susjedni kutovi zajedno Cine 180 stupnjeva, pa stoga kut BAE (crveni luk

na slici) iznosi 180 — B.

U trokutu ABE znamo dvije stranice: |AB| = 82, |AE| = 56 i kut uz vrh A = 180° — 98° 26' = 81°54' pa
mozemo primijeniti kosinusov poucak:

(1.stranica® = 2.stranica® + 3.stranica® — 2+2.stranica-3.stranica-cos(2.stranica, 3.stranica)

(2t)? = |AB|? + |AE|? — 2*%| AB|*|AE|*cos(81°54")

(2t)% = 822 + 56% — 2.82.56.c05(81°54")

Daljnje zadovoljstvo racunanja prepustam vama ucenicima ©

2. b) Osnovka uspravne piramide je trokut kojemu su zadani kutovi a = 35° B = 60°% a
polumjer osnovki opisane kruznice je 9. Izracunaj volumen piramide ako njeni pobocni
bridovi zatvaraju s ravninom osnovke kut ¢ = 50°.

a =35

B = 60°
r=9

¢ =50°
V=2

V= 1/3*B*V

Najprije pogledajmo trokute AFG, BFG i CFG.
v" Sva tri trokuta su pravokutna (FG visina piramide — okomita na bazu)
v Sva tri trokuta imaju jedan kut isti (onaj kojeg bocni brid zatvara s
bazom — crveni luk na slici)
v Sva tri trokuta imaju jednu stranicu sukladnu (FG zajednicka stranica)

Stoga su ova tri trokuta sukladna, pa zakljucujemo da je |AF| = |BF|
To znadi da je tocka F srediste trokutu opisane kruznice i da je d =

Uzmimo jedan od tri sukladna pravokutna trokuta te primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta
izracunajmo visinu piramide:

tg @ = v/r > v = r* tg ¢ = 9.tg50°.




Preostaje nam jos izraCunati povrsinu baze.

Mozemo izra¢unati kut y, y = 180 — (a + B) = 85°, tako da znamo sva tri kuta baze i polumjer opisane
kruznice r.

Do povrsine trokuta mozemo do¢i kombinirajuci 4 formule za povrsinu:

P = 1/2.a«bssin y
P = 1/2.a«cssin B
P= 1/2*b*C*Sin a
P = (axb«c)/4r

PomnoZzimo prve tri formule:
P3 = 1/8.a%b?c?« sin a « sin B « siny = 1/8«(a«b«c)« sin a « sin B « sin y

Bududi iz 4. formule slijedi axb«c =4«Px«r, kombinacijom ova dva izraza dobijemo

formulu P2 = 1/8+( 4«Pxr)?« sin a « sin B « sin y, odnosno
P=2.r’«sinaxsinB«siny

V = 1/3.B«v = (pogadate, prepustam vam da sami dodete do rezultata © )

2. c) Odredi one tangente hiperbole 20.x* — 36+y?> = 720 kojih udaljenost od ishodista iznosi
V8.

Naci jednadzbe tangenti znadi, u stvari, naci jednadzbe pravaca y = kx + | odnosno odrediti k i I tih
pravaca. Stoga iz zadanih podataka treba napisati dvije jednadzbe u kojima su nepoznanice k i | te
rjeSavanjem sustava doci do njihovih vrijednosti.

Prva jednadzba se ,rijje" u uvjetu dodira pravca (tangente) i hiperbole koji glasi:

a%k?-b*=1?
Druga jednadzba se ,4rije" u primjeni formule za udaljenost tocke od pravca:

_  |A«xq + Bxyo +C]|
dme) = e

gdje je tocka T ishodiste, a pravac p tangenta.
Odredimo a’ i b? iz jednadZbe hiperbole i uvrstimo u uvjet dodira:
b% = 20, a* = 36

(jer je 20 « 36 = 720, inaCe bi morali jednadzbu hiperbole prevesti u segmentni oblik kako bi ,,ocitali"a i b).




Stoga prva jednadzba glasi:
36k*- 20 = I?

Kreirajmo sada drugu jednadzbu. Tocka T je ishodiste t.j. (0,0). No, moramo jednadzbu tangente dovesti u
implicitni oblik:

y = kx + | (prebacimo kx i | na lijevu stranu)
-kx +y—I1=0(dakle, A=-k,B=1aC=-I).

Uvrstavanjem u formulu za udaljenost tocke od pravca dobijemo drugu jednadzbu:
vg= 1k0+1.0-11
Vik? + 12
koja nakon kvadriranja i mnoZenja sa nazivnikom prelazi u oblik:
8(k*+1) =1
Bududi su desne strane obiju jednadzbi jednake, mozemo izjednaditi i lijeve strane:
8(k?* + 1) = 36k>— 20

Sto nakon sredivanja daje

-28k? = -28, odnosno k? = 1,

iz Cega je jasno da postoje dva rjeSenja za k:

k=1 k,=-1

Preostaje nam da svako od tih rjeSenja uvrstimo u jednu od dvije jednadzbe te izracunamo i odsjecke I:
k=1 k,=-1

1> =8*1+8 > = 8*%1 +8

> =16 > =16

h=4 1,=-4 =4 I,=-4

Dakle, postoje ukupno Cetiri tangente:

ti....y=x+4
th...y=x-4
tz...y=-x+4
ts..y=-x- 4

3. a) Zadan je trokut s vrhovima A(-1, -1), B(-3, 5) i C(7, 11). Sluzeci se skalarnim produktom
vektora odredite kutove trokuta.

Da bi vektorski odredili kut trokuta, moramo stranice trokuta prikazati kao dva vektora s poCetkom u vrhu
trokuta Ciji kut racunamo.
Prisjetimo se:
T: (X3, Y1), T2 (X2, ¥2) ,dvije tocke u koordinatnom sustavu.

Tada se vektor T_{I"z dobije na slijedeci nacin:

> = >

TiT2 = G — X)) + (Y2~ Y1)i
Nadalje, ako su a i b dva vektora kut izmedu njih se dobije formulom:

axh

cos( 3;5 )=Tr
lald bl

. - —» > . v
Pritome je  a « b = axby + ay«by (skalarni umnoZzak vektora), a

141 =+vaZ+ a,” (duljinavektora).




Primjenimo sve to na zadani trokut. Najprije izracunajmo vektore uz vrh A trokuta — AB i AC, zatim njihove
duljine i skalarni umnozak:.

AB = (-3-(-1))i+(5--(-1))j=-2i+6j  |AB| = V{2’ * 6 = Va0
AC=(7-(1)i+(11--(-1))j=8i+12j  |AC| = V& +12° = V208

>
AB « AC = -2*%8 + 6*%12 = 56

Uvrstimo sve u formulu za cosinus kuta izmedu ta dva vektora:
56
V40 . V208

te izraCunamo kut uz vrh A. Isti postupak ponovimo i za racunanje kuta uz vrh B (vektori BA i BC). Kut uz
vrh C dobijemo oduzimanjem od 180° zbroja kutova uz vrhove A i B.

cos(Kl’B,T\E )=

Oprez: Vazno je da poCetna tocka obaju vektora bude vrh diji kut racunamo (inace ne¢emo dobiti unutarniji
vec vanjski kut trokuta!!!)

n
2n—1)2n+1)  onid

1
3. ¢) Matematickom indukcijom dokazi ﬁ +; +...+ (

1.korak indukcije:
Treba dokazati tvrdnju za n = 1, tj. kada se suma na lijevoj strani sastoji od samo jednog (prvog) razlomka,
a razlomak na desnoj strani poprimi vrijednost n = 1:

1 1

-3 2-1+1

Sto je, oigledno tocno.

2. korak indukcije:
1

Qn-1)2n+1) 2n+1

1 1
Pretpostavimo da postoji prirodni broj n za koji tvrdnja B+§+ et vrijedi.

(pretpostavka je tocna jer smo u prvom koraku pokazali da bar jedan prirodni broj, za koji je tvrdnja tocna,
postoji)

3. korak indukcije:
Treba dokazati slijedece: Kad god tvrdnja vrijedi za neki prirodni broj n ona vrijedi i za n+111!

Dokaz:
Kreirajmo tvrdnju za n+1. Lijevu sumu moramo prosiriti sa slijede¢im razlomkom koji ,,nastavija"sumu, a
na desnoj strani varijablu n zamijeniti sa n+1. Kada to napravimo, tvrdnja koju treba dokazati glasi:

R S 1 . 1 _ n+l
1-3 3.5 77 (2n-1)2n+1) (2n+1)2n+3) 2n+3

Svaka tvrdnja se dokazuje tako da se ,raspisuje" lijeva strana i pokusa se dobiti izraz na desnoj strani.
Dakle,

1 1 1 1 n 1
—t+—+...t + = +
1.3 3-5 (2n—1)(2n+1); 2n+1)2n+3) 2n+1 (2n+1)2n+3)
_n-(2n+3)+1 207 +3n+1
Po pretpostavci (2. korak) jednako 2n+1)2n+3) (2n+1)2n+3)
n
2n+1

_ 2n> +2n+n+1 _ 2n(n+1)+(n+1)

(2n+1)2n+3) (2n+1)2n+3)

_ (n+1)2n+1)  n+1
~(2n+1)2n+3) 2n+3




4. a) Zbroj aritmetickog niza od 6 clanova je 18. Pomnozi li se zadnji ¢lan sa zbrojem
prethodnih ¢lanova dobije se 65. koji je prvi ¢lan i diferencija niza?

Se =18
a6xSs = 65
daj, d=>

Zadatak ¢emo rijesiti koriste¢i se formulom za sumu prvih n ¢lanova aritmetickog niza i i formulom za opdi
¢lan tog niza:

Sh, = n/2«(a; + a,)
apn=a;+(n—-1)«d

Primjenom prve navedene formule na Ss i Sg nastaje slijedeéi sustav jednadzbi:

6/2*(a1 + as) =18
ae* 5/2*(31 + as) =65

a primjenom druge formule na as i ag sustav poprima oblik:

6/2*(a1 +a; + Sd) =18
(ay + 5d)* 5/2%(a, + a; + 4d) = 65

Nakon sredivanja sustav poprima oblik:

2a; +5d = 6
(a; + 5d) *(2a; + 4d) = 26

Ako iz prve jednadzbe izrazimo a; (a; = 3 —5/2d ) i uvrstimo u drugu jednadzbu, nakon sredivanja nastaje
kvadratna jednadzba:

5d% -24d + 16 = 0, Cija su rjeSenja 4 i 4/5. Dakle, postoje dva niza koja zadovoljavaju dane uvijete:

) 1)
d=4 d=4/5
a;=3-5/2%4=-7 a;=3-5/2%4/5=1

. . Ax—6+2
4. b) Izracunaj lim xs—
72 x 18

0 o
Najprije treba uvrstiti vrijednost x = -2 u izraz kako bi vidjeli hoéemo li dobiti neodredeni izraz (aili—).

oo

Na zalost, u nasem slucaju je to 6 S obzirom da u brojniku imamo korijen valja pristupiti ,,racionalizaciji*.

Prilikom racionalizacije vazno je voditi rauna radi li se o racionalizaciji drugog ili tre¢eg korijena. Drugi
korijen racionaliziramo formulom za razliku kvadrata

(a—b)(a + b) = a® - b?
dok tredi korijen racionaliziramo razlikom ili zbrojem kubova:
(a —b)(@® +ab + b?) = a*-b® ili (a + b)(a’ -ab + b?) = a> + b?
Izraz Ciji limes racunamo u brojniku ima treéi korijen pa racionalizaciju provodimo ,,nastimavajuci" zbroj

kubova pri &emu izraz u brojniku shva¢amo kao (a + b) te ga moramo pomnofiti s (a* -ab + b?) kako bi kao
rezultat dobili a® + b® pa ¢e kub ,pokratiti" korijen prvog ¢lana. Dakle:

R (& + B
o Axm6+2 [a—6f —2i—6+4 {x=6) +2° _
=2 48 (a6 —2-Yx-6+4 H‘Z(x3+g[(§/x_6)2_2.13/x_6+4}




) x—6+8
lim

2 (g2t —2xt 4{(%)2 —2.3x—6+ 4}

. x+2
= lim

= (x+ 2)(x2 - 2x+4{(ﬂ)2 - 2‘m"‘4}

Sto nakon kracenja i uvrStavanja x = -2 daje:

lim 1 > =
e - 2rra] (r6f -2 V=6 +4]
1 1

_ (4+4+4)[({/__8)2 _2.{/__8+4} 144

X+a a X
4. c) Odredi derivaciju funkcije f(x) = In o +—arctg=, (b#0)
2 2
x b b b

Deriviramo po pravilu za derivaciju sume te svaki ¢lan po pravilu za derivaciju sloZzene funkcije. Primjetimo,
takoder, da su a i b konstante.

m(%J+E;(xJ _

f(x) =

X+a

:\/x2+b2'1-\/x2+b2—(x+a)-(\/x2+b2) a b® 1
x+a x*+b’ b b*>+x* b

2x

1vVx*+b* —(x+a) ————
_ VX +Db” r+a) WX b | a
x+a x> +b? b* +x*

x> +b* —x(x+a)
:Vx2+b2 . Nx®+b? L a

x+a x> +b? b* +x*

_x/xz+b2 b* —ax N a
x+a (x2+b2Nx2+b2 b* +x°

_ b* —ax a :bz—ax+ax+a2
(x2+b2)(x+a) b* +x* (x2+b2)(x+a)

_ b’ +a’
- (x2+b2)(x+a)




x2-1

X —EX 76 . Odredi:

5. Zadana je funkcija f(x) =

a) domenu funkcije

b) nul-tocke funkcije
c) ekstreme funkcije
d) asimptote funkcije
e) nacrtaj graf funkcije

S obzirom da se radi o racionalnoj funkciji, potrebno je i brojnik i nazivnik rastaviti na faktore te koristiti
slijedece teoretske Cinjenice:

Podrucje definicije racionalne funkcije su svi x e R osim nul-tocki nazivnika.

Nul-tocke nazivnika su ujedno i tocke u kojima funkcija ima vertikalne asimptote

Kosa asimptota postoji ako je stupanj brojnika ,,za jedan veci" od stupnja nazivnika

Horizontalna asimptota postoji ako je stupanj brojnika ,manji ili jednak" stupnju nazivnika
(stupanj polinoma je najveci eksponent varijable x )

Nul-tocke funkcije su nul-tocke brojnika

AN NI NN

AN

Primjenimo ove teorijske Cinjenice na zadanu funkciju:

f) = x2—1 . (x=1)(x+1)

(x) = x*—5x + 6 B (x—-2)(x-3)

a) Domena funkcije je x e R \ {2, 3} (nazivnik = 0,... (x -2)(x-3) =0,....x—2=0,x-3=0)

b) Nul-tocke funkcije sux; = 11x; = -1 (brojnik = 0,.... x-1)(x +1) =0,.....x-1=0,x+1=0)

d) Vertikalne asimptote su pravci x = 2 i x = 3 (x-evi za koje funkcija nije definirana )
Funkcija nema kosih asimptota jer je stupanj brojnika = stupanj nazivnika = 2, pa nije zadovoljen
uvjet da stupanj brojnika treba biti za jedan veéi od stupnja nazivnika.

(Stupanj brojnika je 2 jer je 2 najveca potencija od x u brojniku ( x*) . Iz istog razloga je i stupanj
nazivnika 2).

No, funkcija ima horizontalnu asimptotu. Horizontalnu asimptotu racunamo tako da podijelimo vodece
koeficijente brojnika i nazivnika (to su koeficijenti uz ,x na najvecu potenciju™). Nasa funkcija ima i u
brojniku i u nazivniku vodece koeficijente 1, pa je horizontalna asimptota pravacy = 1/1 = 1.
' Napomena:
i Ukoliko je stupanj brojnika manji od stupnja nazivnika, horizontalna asimptota je pravacy = 0 (os x) !!!

c) Da bi odredili ekstreme funkcije potrebno je provesti slijedec¢i postupak:

v'Izracunati derivaciju funkcije f'(x)
v Rijesiti jednadzbu f'(x) = 0
v Izraditi tablicu predznaka derivacije i na osnovu nje odrediti ekstreme funkcije

Najprije izracunajmo derivaciju funkcije (po pravilu za derivaciju kvocijenta):

2x (x> —5x + 6) — (x* —1)(2x - 5) o -5x? +14x -5
= nakon sredivanja =
(X2 —5x + 6)2 3= "x*—5x + 6)2

fix) =

Sada rjeSavamo jednadzbu f'(x) = 0.

7+ V6
5

-5x* +14x -5 = 0, te dobijemo rjeSenja X, , =

Izradimo tablicu predznaka derivacije i tijeka funkcije, pri ¢emu osim nul-tocki prve derivacije obavezno u
tablicu smjestamo i tocke prekida:



o 7%/6 2 (asimpt.) 7+?/6 3 (asimpt.) + oo
x | | |
f(x) 0 + ! + 0 - : -
f(x) —a rad ! ad i ; —
graf pada graf raste © graf raste graf pada © graf pada
min max

Primjetimo da ponasSanje prve derivacije ovisi isklju¢ivo o brojniku jer je nazivnik (zbog kvadrata) uvijek
pozitivan. Bududi je u brojniku kvadratni polinom diji je kvadratni koeficijent a = -5 < 0 zakljuCujemo da
prva derivacija prima negativne vrijednosti ,prije" i ,poslije" nul-tocki, a ,izmedu" nul-tocki je prva
derivacija pozitivna.

S obzirom da prva derivacija mijenja predznak zaklju¢ujemo da za x= 7'—?/6 funkcija poprima minimum,
azax =7%‘/6 funkcija poprima minimum.

e) Sada nam preostaje da na osnovu svega nacrtamo graf funkcije. Za lakSe crtanje dobro je imati na umu
c¢injenicu da su_nul-tocke nazivnika jednostruke pa ¢e graf u odnosu na asimptote imati skok (ako je s jedne
strane asimptote graf zavrSio u + oo onda Ce se s druge strane ,pojaviti"u — o, i obrnuto.

————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

 Komentar:

1 X — Xp = 0 je jednadzba Cija je nul-tocka xo. Kazemo da je to jednostruka nul-tocka.

| (X = X0)° = 0 je jednadZba &ija je nul-to¢ka takoder x,. Ali sada je to dvostruka nul-to¢ka (kratnosti 2).
Analogno tome, jednadzba (x — X;)" = 0 ima n-terostruku nul-tocku x,.

1 Opcenito, kada je nul-tocka neparne kratnosti graf funkcije ima ,,skok™ u odnosu na asimptotu (ako s
| jedne strane asimptote zavrSava u + oo, s druge strane ,pocinje"iz — oo i obrnuto)..
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